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Resumen
En este trabajo se presenta un ana´lisis cinema´tico aplicado a dos manipuladores serie redundantes: el Kuka LWR 4+ y el ABB
Yumi. En particular se deriva la cinema´tica directa para ambos manipuladores y se resuelve el problema de la cinema´tica inversa.
Para el Kuka LWR 4+ dicha solucio´n se obtiene en forma analı´tica, mientras que para el ABB Yumi se sigue un enfoque analı´tico
y nume´rico. Adema´s, se calculan simbo´licamente tanto las singularidades del Kuka LWR 4+ como las direcciones singulares
asociadas a e´stas. Este estudio contribuye al conocimiento cinema´tico de dos manipuladores redundantes de gran actualidad e
intere´s para la comunidad robo´tica, y proporciona informacio´n u´til para el disen˜o de diferentes algoritmos y leyes de control.
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Kinematic analysis of redundant robotic manipulators: application to Kuka LWR 4+ and ABB Yumi
Abstract
This paper presents a kinematic analysis of two redundant serial manipulators: Kuka LWR 4+ and ABB Yumi. This analysis
includes the derivation of the forward kinematics for both manipulators as well as the solution of the inverse kinematic problem.
For the Kuka LWR 4+ this solution is analytical whereas for the ABB Yumi an analytical and numerical approach is proposed.
Besides, the singularities of the Kuka LWR 4+ are obtained symbolically and the singular directions associated are calculated. This
study intends to increase the kinematic knowledge of two actual redundant manipulators as well as to provide valuable information
that can be used in the definition of different algorithms or control laws.
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1. Introduccio´n
Un robot manipulador serie es una cadena cinema´tica abier-
ta compuesta de una secuencia de elementos estructurales rı´gi-
dos, denominados eslabones, conectados entre sı´ a trave´s de ar-
ticulaciones, que permiten el movimiento relativo de cada par
de eslabones consecutivos. Al final del u´ltimo eslabo´n puede
an˜adirse una herramienta o dispositivo, denominado elemento
terminal.
La posicio´n y orientacio´n del elemento terminal (pose) pue-
de expresarse mediante una funcio´n diferenciable f : C → X
en donde C es el espacio de las variables articulares, denomi-
nado espacio de configuraciones y X es el espacio de todas las
posiciones y orientaciones del elemento terminal con respec-
to a un cierto sistema de referencia, denominado espacio car-
tesiano. Asimismo, a cada articulacio´n i se le asocia un siste-
ma de coordenadas {i} que se utiliza para describir su posicio´n
y orientacio´n relativas. La relacio´n entre los sistemas de coor-
denadas asociados a articulaciones consecutivas viene descrita
mediante una matriz de transformacio´n homoge´nea construida
a partir de los para´metros de Denavit-Hartenberg (D-H) (Craig,
1989; Siciliano et al., 2008; Spong et al., 2006; Denavit and
Hartenberg, 1965). Por tanto, cada articulacio´n tiene, junto a
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un sistema de coordenadas ortonormal {oi, xi, yi, zi}, una matriz
de transformacio´n homoge´nea que relaciona dicho sistema de
coordenadas con el anterior (el sistema de coordenadas de la
primera articulacio´n se relaciona con el sistema de referencia
del mundo, representado por {0}). La funcio´n f , conocida como
la funcio´n cinema´tica, puede representarse tambie´n a trave´s de
matrices de transformacio´n homoge´neas. f suministra la u´nica
pose del elemento terminal asociada a una configuracio´n (ci-
nema´tica directa), mientras que su inversa f −1 da las diferentes
configuraciones asociadas a una misma pose (cinema´tica inver-
sa). Derivando la funcio´n f con respecto al tiempo, se obtiene
la siguiente relacio´n entre velocidades:
x˙ = J(q)q˙,
donde q denota el vector de las variables articulares (denomi-
nado tambie´n configuracio´n); x˙ denota el vector de velocidades
lineales y angulares del elemento terminal en el espacio car-
tesiano; q˙, el vector de velocidades articulares; y J, la matriz
jacobiana, o jacobiano, asociada al robot manipulador.
El jacobiano que se utilizara´ a lo largo del presente artı´cu-
lo es el jacobiano geome´trico, denotado por JG(q). Si Ji es la
i-e´sima columna de JG(q), entonces:
Ji =

[ zi × (on − oi)
zi
]
si i es de revolucio´n[ zi
0
]
si i es prisma´tica
(1)
donde × hace referencia al producto vectorial en R3.
Se dice que un manipulador tiene n grados de libertad (GdL)
si su configuracio´n puede ser especificada, como mı´nimo, por
n variables independientes. Por lo tanto, la dimensio´n de C es
igual al nu´mero de GdL. Para un manipulador serie, el nu´mero
de articulaciones simples determina el nu´mero de GdL. Para la
tarea de posicionar y orientar el elemento terminal en el espa-
cio cartesiano se requiere un mı´nimo de 6 GdL, por lo que los
robots con ma´s de 6 GdL se denominan redundantes para esta
tarea mientras que el resto se denominan no-redundantes.
El estudio de los diversos problemas cinema´ticos tiene gran
importancia debido a su trascendencia en la manipulacio´n y
control de los robots. Especialmente importantes son los pro-
blemas relacionados con las singularidades y la cinema´tica in-
versa. Las singularidades son aquellas configuraciones que li-
mitan el movimiento del robot manipulador debido a que:
a) Corresponden a configuraciones desde/hacia las que el
elemento terminal no puede trasladarse o rotar en alguna
o algunas direcciones del espacio.
b) Representan configuraciones en las que se requieren ve-
locidades articulares no acotadas para obtener velocida-
des finitas del elemento terminal.
Por otro lado, la resolucio´n de la cinema´tica inversa de los ro-
bots manipuladores serie consiste en obtener las configuracio-
nes asociadas a una pose concreta del elemento terminal. Las
soluciones de la cinema´tica inversa se clasifican en dos grupos:
Soluciones analı´ticas o en forma cerrada: Se obtienen to-
das las soluciones, que se describen mediante funciones
analı´ticas (Siciliano et al., 2008; Spong et al., 2006).
Soluciones nume´ricas: Se obtiene una u´nica buena apro-
ximacio´n de una de las configuraciones solucio´n median-
te un algoritmo iterativo. Para manipuladores redundan-
tes, existen algoritmos que, usando el espacio nulo del
jacobiano, resuelven tareas secundarias como evitar sin-
gularidades, evitar limites articulares, etc (Freire et al.,
2015; Jung et al., 2011; Shimizu et al., 2008).
En este artı´culo se presenta un estudio cinema´tico original
de dos robots manipuladores redundantes: el Kuka LWR 4+ y
el ABB Yumi. Al tratarse de robots serie, las te´cnicas a em-
plear difieren de las empleadas con otros tipos de manipulado-
res como los robots paralelos (Sa´nchez et al., 2016). Para estos
dos manipuladores serie se describe la cinema´tica directa y se
resuelve el problema de la cinema´tica inversa. En el caso del
Kuka LWR 4+ la solucio´n de esta u´ltima se presenta en for-
ma cerrada mientras que en el caso del ABB Yumi este se re-
suelve mediante la generalizacio´n de un procedimiento mixto
(analı´tico-nume´rico). Adema´s, se obtienen las configuraciones
singulares del Kuka LWR 4+ y las direcciones singulares aso-
ciadas a estas.
Las te´cnicas y resultados del presente estudio pueden ex-
trapolarse a otros manipuladores de 7 GdL con una estructura
cinema´tica semejante a la del Kuka LWR 4+ o ABB Yumi. Por
otro lado, este estudio puede permitir mejorar la eficacia de los
algoritmos y leyes de control que usen la cinema´tica inversa
gracias, en particular, al menor coste computacional y al menor
tiempo de ejecucio´n de los me´todos analı´ticos o mixtos frente a
los puramente nume´ricos.
El resto del artı´culo esta organizado como sigue: la seccio´n
2 detalla el ana´lisis cinema´tico del Kuka LWR 4+ mientras que
la seccio´n 3 hace lo propio con el ABB Yumi. Finalmente, en la
seccio´n 4 se presentan las conclusiones.
2. Ana´lisis cinema´tico del Kuka LWR 4+
El Kuka LWR 4+ es un brazo antropomo´rfico con siete gra-
dos de libertad que posee mun˜eca esfe´rica, es decir, los ejes de
rotacio´n de sus tres u´ltimas articulaciones se intersectan en un
punto (figura 1(a) y foto 1(b)). Sus para´metros D-H se muestran
en la Tabla 1.
Tabla 1: Para´metros D-H del Kuka LWR 4+
αi ai di θi Desplaz.
1 0.0 0.0 310.0 θ1 0.0
2 90.0 0.0 0.0 θ2 -90.0
3 -90.0 0.0 400.0 θ3 0.0
4 -90.0 0.0 0.0 θ4 180.0
5 -90.0 0.0 390.0 θ5 180.0
6 90.0 0.0 0.0 θ6 0.0
7 -90.0 0.0 78.0 θ7 0.0
La forma gene´rica de las matrices de transformacio´n ho-
moge´neas basada en la convencio´n D-H es (Craig, 1989):
Ai−1i =

cos(θi) − sin(θi) 0 ai
sin(θi) cos(αi) cos(θi) cos(αi) − sin(αi) − sin(αi)di
sin(θi) sin(αi) cos(θi) sin(αi) cos(αi) cos(αi)di
0 0 0 1
 .
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(a) Esquema del robot Kuka LWR 4+ (b) Robot Kuka LWR 4+
Figura 1: Esquema y foto del robot Kuka LWR 4+
Por lo tanto, con los D-H de la Tabla 1, se obtienen las si-
guientes matrices de transformacio´n homoge´neas:
A01 =

c1 −s1 0 0
s1 c1 0 0
0 0 1 310
0 0 0 1
 A12 =

s2 c2 0 0
0 0 −1 0
−c2 s2 0 0
0 0 0 1

A23 =

c3 −s3 0 0
0 0 1 400
−s3 −c3 0 0
0 0 0 1
 A34 =

−c4 s4 0 0
0 0 1 0
s4 c4 0 0
0 0 0 1

A45 =

−c5 s5 0 0
0 0 1 390
s5 c5 0 0
0 0 0 1
 A56 =

c6 −s6 0 0
0 0 −1 0
s6 c6 0 0
0 0 0 1

A67 =

c7 −s7 0 0
0 0 1 78
−s7 −c7 0 0
0 0 0 1

donde Ai−1i es la matriz de transformacio´n homoge´nea que rela-
ciona los sistemas de referencia asociados a las articulaciones i
y i − 1, ci = cos(θi) y si = sin(θi).
Con las matrices Ai−1i se definen las matrices T
0
i de la si-
guiente forma:
T 0i = A
0
1 · A12 · · · Ai−1i .
La cinema´tica directa del Kuka LWR 4+ viene descrita por la
matriz T 07 donde el vector de posicio´n (tres primeros elementos
de la u´ltima columna) tiene la siguiente forma:
p =
390c1c3s2s4 + 390c1c2c4 − 390s1s3s4 + 400c1c2390c3s1s2s4 + 390c1s3s4 + 390c2c4s1 + 400c2s1−390c2c3s4 + 390c4s2 + 400s2 + 310

Una vez obtenidas las T 0i , el jacobiano geome´trico JG(q) se
puede calcular usando (1):
JG(q) =
[
Jv
Jω
]
=
[
z1 × (o7 − o1) . . . z7 × (o7 − o7)
z1 . . . z7
]
Como el Kuka LWR 4+ posee mun˜eca esfe´rica, desplazan-
do el origen del sistema de referencia {7} al punto de intersec-
cio´n de los ejes de la quinta y sexta articulacio´n, el jacobiano se
simplifica al aparecer un bloque de ceros:
JG(q) =
[
J11 03×3
J21 J22
]
(2)
2.1. Singularidades y direcciones singulares
2.1.1. Singularidades
Una singularidad es aquella configuracio´n en la que el ma-
nipulador pierde algunos de sus grados de libertad (Murray
et al., 1994; Spong et al., 2006; Craig, 1989; Siciliano et al.,
2008). Esto se traduce en que el elemento terminal pierde la
capacidad de movimiento en ciertas direcciones y en que se re-
quieren velocidades articulares infinitas para generar velocida-
des lineales y angulares finitas del elemento terminal. (Holler-
bach, 1985; Gottlieb, 1986) demuestran de forma independiente
que cualquier manipulador serie de n > 2 GdL posee singulari-
dades.
Para robots manipuladores redundantes, las singularidades
pueden obtenerse mediante dos enfoques diferentes:
C1 Resolviendo la ecuacio´n no lineal det(JG(q)JTG(q)) = 0.
Esta forma es ma´s compleja de abordar sin usar me´todos
nume´ricos pero es la ma´s general.
C2 Para aquellos manipuladores redundantes con mun˜eca es-
fe´rica, las singularidades pueden desacoplarse en: singu-
laridades de posicio´n, orientacio´n y acopladas (Oetomo,
2004). Para ello se consideran las submatrices del jaco-
biano (2). Para el caso no redundante se tiene que:
det(JG(q)) = det(J11) det(J22),
en este caso J11 no es una matriz cuadrada. Por ello, el
procedimiento es:
• Singularidades de posicio´n: Son solucio´n de la
ecuacio´n det(J11(q)JT11(q)) = 0.
• Singularidades de orientacio´n: Son solucio´n de la
ecuacio´n det(J22(q)) = 0.
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• Singularidades acopladas: Se obtienen como solu-
cio´n del siguiente conjunto de ecuaciones:
det(J22(q)) = 0
det(J21(q)JT21(q)) = 0
det(Jω(q)JTω(q)) = 0
No obstante, a fin de simplificar los ca´lculos en las ecuacio-
nes del tipo det(Ji j(q)JTi j(q)) = 0 se usa la fo´rmula de Gauss-
Binnet. Si A ∈ Mm×n(R), entonces:
det(AAT ) =
N∑
i=1
M2i
donde N = mı´n(n,m) y Mi es el determinante del menor i-e´simo
de A. Por tanto,
det(AAT ) = 0⇐⇒ Mi = 0 ∀i = 1, . . . ,N.
Para facilitar ma´s los ca´lculos y puesto que luego sera´ u´til
para la obtencio´n de las direcciones singulares, es conveniente
expresar las submatrices de JG(q) en un sistema de referencia
distinto del sistema de referencia del mundo. Para ello basta
realizar la siguiente operacio´n:
iJG(q) = BJG(q) (3)
donde
B =
[
Ri0 0
0 Ri0
]
con Ri0 = (R
0
i )
−1 = (R0i )
T ,
donde R0i es una matriz de rotacio´n que describe la orientacio´n
relativa del sistema de referencia {i} con respecto a {0}.
Tomando el sistema de referencia {4}, las submatrices de (2)
son:
4 J11 =
 −10c2 s3a 10c3a 0 −390400c2 s3 s4 −400c3 s4 0 0
400c2c3 + 390s2 s4 + 390c2c3c4 10s3a 390s4 0

4J21 =
s2s4 + c2c3c4 c4s3 s4 0c4s2 − c2c3s4 −s3s4 c4 0c2s3 −c3 0 1

4J22 =
0 −s5 c5s61 0 c60 −c5 −s5s6
 ,
con a = 40c4 + 39. Por tanto, las singularidades de posicio´n se
obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones que surge a partir
de los menores de J11:
M1 = 0
M2 = c3s24
M3 = c2s3s24
M4 = 40c2s4 + 39s2c3s24 + 39c2c4s4
⇐⇒
s4 = 0
o´
c2 = c3 = 0

Luego existen dos singularidades de posicio´n:
1. q4 = 0
2. q2 = ± pi2 , q3 = ± pi2
Ana´logamente, las singularidades de orientacio´n se obtienen a
partir de:
det(4J22) = 0⇐⇒ s6 = 0.
Por tanto, la u´nica singularidad de orientacio´n es q6 = 0. Final-
mente, la singularidades acopladas se obtienen como sigue:
Para J22, q6 = 0 por el caso anterior.
Para J21, usando la formula de Gauss-Binnet, se tiene:
M1 = c2
M2 = s3
M3 = c2c3
M4 = s2s3
 =⇒ c2 = s3 = 0
Luego q2 = ± pi2 , q3 = 0.
Para que Jw tenga rango menor que tres hay que an˜adir, a
las condiciones anteriores, la condicio´n:
c4 = c5 = 1
Como consecuencia, la u´nica singularidad acoplada es:
q2 = ±pi2 , q3 = 0, q4 = 0, q5 = 0, q6 = 0
2.1.2. Direcciones singulares
A continuacio´n, se resumen los principales procedimientos
para obtener las direcciones singulares asociadas a las singula-
ridades:
En primer lugar se procede a expresar JG(q) en los dife-
rentes sistemas de referencia asociados a las articulacio-
nes, esto es iJG(q) para todo i = 0, 1, . . . , 7 y se evalu´an
dichas matrices en cada una de las configuraciones sin-
gulares. Si aparece una fila de ceros, la direccio´n singular
se alinea con uno de los ejes principales del sistema de
referencia {i}. Esto se debe a que la componente corres-
pondiente de la velocidad lineal o angular del elemen-
to terminal no podra´ generarse sea cual sea el vector de
velocidades articulares. Si la fila de ceros es una de las
tres primeras filas, la direccio´n singular sera´ la traslacio´n
a trave´s del correspondiente eje del sistema de referen-
cia {i} mientras que si la fila de ceros es una de las tres
u´ltimas, entonces la direccio´n singular sera´ la rotacio´n
alrededor del correspondiente eje de dicho sistema de re-
ferencia.
Una segunda opcio´n consiste en expresar JG(q) en un sis-
tema de referencia {F} distinto de los sistemas de refe-
rencia asociados a las articulaciones. Al igual que en el
caso anterior, si en F JG(q) hay una fila de ceros, la o las
direcciones singulares estara´n alineadas con algunos de
los ejes de {F} ya sea impidiendo la traslacio´n o rotacio´n
alrededor de ellos.
Una tercera opcio´n es usar la descomposicio´n en valores
singulares (SVD por sus siglas en ingles-(Strang, 1980))
del jacobiano.
JG(q) = UΣVT , con U ∈ M6 y V ∈ M7 matrices
ortogonales y Σ ∈ M6×7 matriz diagonal verificando
diag(Σ) = (σ1, . . . , σ6) donde σ1 ≥ σ2 ≥ . . . σ6 ≥ 0
son los valores singulares de JG(q). En una configuracio´n
singular en la que se pierden d GdL, los d u´ltimos valores
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singulares son nulos y, por lo tanto, d filas de M = Σ ·VT
corresponden a filas de ceros. Como
UT JG(q) = M,
U puede verse como la matriz B de la ecuacio´n (3) que
permite expresar el jacobiano en otro sistema de referen-
cia, en el cual, la o las direcciones singulares esta´n alie-
nadas con algunos de sus ejes principales, lo que impide
la traslacio´n o rotacio´n alrededor de dichos ejes.
Como JG(q) ha sido expresado en el sistema de referencia {4}
por conveniencia para el ca´lculo de las configuraciones singu-
lares, se reutiliza ası´ para la obtencio´n de las direcciones singu-
lares:
Singularidades de posicio´n:
• q4 = 0
4J11 =
−790c2s3 790c3 0 −3900 0 0 0790c2c3 790s3 0 0

Es claro que la direccio´n singular asociada es la
traslacio´n a lo largo del eje y del sistema de refe-
rencia {4}.
• q2 = − pi2 y q3 = pi2
4J11 =
 0 0 0 −3900 0 0 0390s4 390c4 + 400 390s4 0

Tambie´n en este caso la direccio´n singular asociada
es la traslacio´n a lo largo del eje y del sistema de
referencia {4}.
Singularidad de Orientacio´n:
• q6 = 0
En este caso lo ma´s sencillo es expresar la subma-
triz J22 en el sistema de referencia {5}, obteniendo:
5J22 =
0 0 00 −1 01 0 1

Por tanto, la direccio´n singular asociada es la rota-
cio´n alrededor del eje x del sistema de referencia
{5}.
Singularidad Acoplada
• q2 = − pi2 , q3 = 0, q4 = 0, q5 = 0 y q6 = 0
4[J21|J22] =
0 0 0 0 0 0 01 0 1 0 1 0 10 −1 0 1 0 −1 0

La direccio´n singular asociada es la rotacio´n alre-
dedor del eje x del sistema de referencia {4}. En es-
te caso, adema´s, se cumple que el nu´mero de GdL
que se pierden es mayor que uno, lo que implica
que hay ma´s de una direccio´n singular. De hecho,
las direcciones singulares son las rotaciones alre-
dedor de los ejes x de los sistemas de referencias
{1}, {2}, {3}, {4}, {5} y {6}.
2.2. Solucio´n analı´tica de la cinema´tica inversa
La resolucio´n de la cinema´tica inversa consiste en hallar las
configuraciones asociadas a una pose concreta del elemento ter-
minal. Como se comento´ en la introduccio´n, las soluciones pue-
den agruparse en dos grupos: soluciones analı´ticas, o en forma
cerrada, y soluciones nume´ricas.
Para manipuladores no redundantes que poseen mun˜eca es-
fe´rica, (Pieper, 1968) demostro´ de forma constructiva que siem-
pre existe solucio´n analı´tica. Ma´s au´n, demostro´ tambie´n que
cualquier robot manipulador con tres articulaciones consecuti-
vas cuyos ejes se cortan en un punto o son paralelos tiene solu-
cio´n en forma cerrada. Los manipuladores no redundantes que
no poseen mun˜eca esfe´rica y los manipuladores redundantes
no tienen solucio´n analı´tica en general, por lo que se emplean
me´todos nume´ricos para obtener al menos una buena aproxima-
cio´n de una de las soluciones. Estos me´todos iterativos general-
mente se basan en el me´todo de Newton para resolver sistemas
de ecuaciones no lineales (Buss, 2009; Buss and Kim, 2005).
No obstante, para el caso de robots manipuladores redun-
dantes con mun˜eca esfe´rica se puede hallar un procedimiento
para obtener el conjunto de soluciones en forma cerrada. Para
ello, si el manipulador tiene m GdL redundantes, se parametri-
zan m variables articulares. De esta forma se reduce el problema
al caso no redundante donde se pueden aplicar los me´todos de
Pieper o (Paul, 1981) en donde se obtienen las soluciones en
funcio´n de las variables articulares parametrizadas. Para com-
pletar la solucio´n, se definen funciones que optimizan dichos
para´metros en funcio´n de un objetivo secundario, como evitar
singularidades, evitar limites articulares, etc.
Para manipuladores antropomo´rficos de 7 GdL, en la lite-
ratura (Jung et al., 2011; Lau and Wai, 2002; Qingmei et al.,
2015; Shimizu et al., 2008) se pueden encontrar parametriza-
ciones de la tercera articulacio´n, q3, o del a´ngulo ϕ definido a
partir de las relaciones del conjunto hombro (q1−q3), codo (q4)
y mun˜eca (q5 − q7). Siguiendo a estos autores y al ser el Kuka
LWR 4+ un manipulador antropomo´rfico, la variable articular
a parametrizar es q3. Dada la matriz
T 07 =

nx ox ax px
ny oy ay py
nz oz az pz
0 0 0 1
 ,
que define la pose del elemento terminal, se obtiene el siguiente
conjunto de ecuaciones:
(
Ai−2i−1
)−1
· · ·
(
A01
)−1
· T 07 = Ai−1i · · · A67 ∀i = 2, · · · , 7.
Una vez q3 esta´ parametrizada, y debido a la presencia de
mun˜eca esfe´rica en el manipulador, es posible dividir la reso-
lucio´n de la cinema´tica inversa en dos subproblemas: el de po-
sicio´n, en el que a partir de p = (px, py, pz) es posible obtener
q1, q2 y q4, y el de orientacio´n, en el que a partir de
R =

nx ox ax
ny oy ay
nz oz az
0 0 0

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𝜃1
𝜃2
𝜃3
𝜃4
𝜃5
𝜃6
𝜃7
(a) Singularidad q4 = 0
𝜃𝜃1
𝜃𝜃2
𝜃𝜃3
𝜃𝜃4 𝜃𝜃5
𝜃𝜃6
𝜃𝜃7
(b) Singularidad q2 = −pi/2 y q3 = pi/2
𝜃1
𝜃2
𝜃3
𝜃4
𝜃5
𝜃6
𝜃7
(c) Singularidad q2 = −pi/2 y q3 =
q4 = q5 = q6 = 0
Figura 2: Singularidades del Kuka LWR 4+
se obtienen q5, q6 y q7.
Para el subproblema de posicio´n, se toma la identidad:(
A01
)−1
· T 07 = A2 · · · A7
y si se iguala la cuarta columna de las matrices resultantes en
ambos miembros (relativa a la posicio´n) se obtiene:
pxc1 + pys1 = c2(400 + 390c4) + 390s2c3s4
−pxs1 + pyc1 = 390s3s4
pz − 310 = −390c2c3s4 + s2(390c4 + 400)
(4)
Elevando al cuadrado y sumando cada componente, se tiene
que:
p2x + p
2
y + (pz − 310)2 = 4002 + 3902 + 2 · 400 · 390c4
⇒ c4 =
p2x + p
2
y + (pz − 310)2 − 312100
312000
Por tanto, mediante la ecuacio´n prototipo (A.2) del
Ape´ndice˜A, se obtiene:
q4 = atan2(±
√
1 − a2, a),
donde
a =
( p2x + p2y + (pz − 310)2 − 312100
312000
)
.
Conocida la expresio´n para q4, q1 puede deducirse de la si-
guiente identidad:
−pxs1 + pyc1 = 390s3s4
⇓
q1 = atan2
(
390s3s4,±
√
p2x + p2y − 3902s23s24
)
− atan2(py, px),
mediante la ecuacio´n prototipo (A.5) del Ape´ndice˜A. Ahora,
q2 puede obtenerse a partir de la siguiente igualdad otra vez
gracias a la ecuacio´n prototipo (A.5):
pz − 310 = −390c2c3s4 + s2(390c4 + 400)
⇒ q2 = atan2
(
c,±
√
a2 + b2 − c2
)
− atan2(a, b),
con:
a = (390c4 + 400)
b = −390c3s4
c = pz − 310
Una vez resuelto el subproblema de posicio´n, es posible re-
solver el subproblema de orientacio´n. Si se denota por Ri a la
matriz que define la orientacio´n relativa de Ai−1i , se verifica que:
R1 · R2 · · ·R7 = R
Por tanto,
R5 · R6 · R7 = R−14 · R−13 · R−12 · R−11 · R︸                        ︷︷                        ︸
Matriz nume´rica M
,
o, equivalentemente: c5c6c7 − s5s7 −c7s5 − c5c6s7 −c5s6c7s6 −s6s7 c6−c5s7 − c6c7s5 c6s5s7 − c5c7 s5s6
 =
m11 m12 m13m21 m22 m23m31 m32 m33
 ,
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de donde se obtienen, usando las ecuaciones prototipo (A.2) y
(A.3) del Ape´ndice˜A, las siguientes expresiones:
q6 = atan2(±
√
m213 + m
2
33,m23)
q5 = atan2(m33/ sin(q6),−m13/ sin(q6))
q7 = atan2(−m22/ sin(q6),m21/ sin(q6))
3. Ana´lisis cinema´tico del ABB Yumi
El ABB Yumi es un manipulador consistente en dos brazos
antropomo´rficos unidos a un torso fijo (figura 3(a) y foto 3(b)).
Cada brazo tiene 7 grados de libertad y no posee mun˜eca esfe´ri-
ca. Los para´metros D-H del brazo derecho de este manipulador,
para el que se ha realizado el ana´lisis cinema´tico, se encuentran
en la Tabla 2.
Tabla 2: Para´metros D-H del ABB Yumi
αi ai di θi
1 0.0 0.0 166.0 θ1
2 90.0 30.0 0.0 θ2
3 -90.0 -30.0 251.5 θ3
4 90.0 40.5 0.0 θ4
5 -90.0 -40.5 265.0 θ5
6 90.0 27.0 0.0 θ6
7 -90.0 -27.0 36.0 θ7
Las matrices de transformacio´n homoge´neas Ai−1i obtenidas
con estos para´metros D-H son:
A01 =

c1 −s1 0 0
s1 c1 0 0
0 0 1 166
0 0 0 1
 A12 =

c2 −s2 0 30
0 0 −1 0
s2 c2 0 0
0 0 0 1

A23 =

c3 −s3 0 −30
0 0 1 251.5
−s3 −c3 0 0
0 0 0 1
 A34 =

c4 −s4 0 40.5
0 0 −1 0
s4 c4 0 0
0 0 0 1

A45 =

c5 −s5 0 −40.5
0 0 1 265
−s5 −c5 0 0
0 0 0 1
 A56 =

c6 −s6 0 27
0 0 −1 0
s6 c6 0 0
0 0 0 1

A67 =

c7 −s7 0 −27
0 0 1 36
−s7 −c7 0 0
0 0 0 1
 .
Con estas matrices es posible calcular la matriz T 07 , que descri-
be la cinema´tica directa del ABB Yumi.
3.1. Solucio´n de la cinema´tica inversa
Como ya se ha comentado, el ABB Yumi no posee mun˜eca
esfe´rica. De hecho, no posee ningu´n conjunto de tres articu-
laciones consecutivas cuyos ejes sean paralelos o se intersec-
ten en un punto, por lo que no existe ningu´n resultado teo´ri-
co que garantice la existencia de soluciones en forma cerra-
da. En casos como estos, algunos autores siguen un enfoque
en el que se combinan las soluciones analı´ticas con las solucio-
nes nume´ricas. Para manipuladores no redundantes, en (Lin and
Min, 2015) se utiliza un me´todo geome´trico para hallar las tres
primeras articulaciones y un me´todo analı´tico para las tres u´lti-
mas. Por otro lado, en (Kucuck and Bingul, 2005) se resuelve
el problema para manipuladores concretos mediante distintos
me´todos puramente nume´ricos o puramente analı´ticos mientras
que en (Wu et al., 2015) se resuelve dando un valor a q6 que
luego se corrige mediante un me´todo iterativo. Finalmente, en
(Pan et al., 2012) se utiliza un me´todo mixto en el que se combi-
nan las soluciones analı´ticas con las soluciones nume´ricas. Para
manipuladores redundantes, en (Ku et al., 2013) se consideran
solo aquellos manipuladores de 7 GdL con hombro esfe´rico,
por lo que renombrando las articulaciones en sentido inverso el
problema de la cinema´tica inversa puede resolverse de forma
analı´tica como en el caso del Kuka LWR 4+.
Para abordar este problema, se extiende el me´todo mixto
empleado en (Pan et al., 2012), que solo se considera manipu-
ladores no redundantes con mun˜eca esfe´rica. En primer lugar
se define una pequen˜a variante del manipulador que verifique
alguna de las hipo´tesis del teorema de Pieper. Para esta variante
se obtienen las ecuaciones analı´ticas de las soluciones de la ci-
nema´tica inversa. Estas soluciones son corregidas despue´s me-
diante me´todos nume´ricos con los que es posible obtener la so-
lucio´n del manipulador original.
En el caso del ABB Yumi, la variante del manipulador que
se elige posee hombro y mun˜eca esfe´ricos (es decir, las tres
primeras articulaciones tambie´n tienen ejes de rotacio´n que se
intersectan en un punto). Una vez obtenida la solucio´n en for-
ma cerrada, se usa un me´todo nume´rico basado en el me´todo de
Newton, el me´todo de la pseudoinversa, para obtener la solu-
cio´n final. Este me´todo utilizara´ como condicio´n inicial alguna
de las soluciones halladas de forma analı´tica. Las ventajas de
este me´todo mixto frente a uno puramente nume´rico son evi-
dentes:
Mientras que los me´todos puramente nume´ricos solo ge-
neran una solucio´n, este me´todo mixto genera tantas so-
luciones como las obtenidas de forma analı´tica para la
variante del manipulador. Esto se debe a que cada una
de dichas soluciones analı´ticas puede usarse como con-
dicio´n inicial del me´todo nume´rico.
El nu´mero de iteraciones necesarias y por tanto, el tiem-
po de ejecucio´n, se reducen al usar una condicio´n inicial
obtenida de forma analı´tica frente a condiciones iniciales
generadas de forma aleatoria o buscadas mediante com-
plicados me´todos geome´tricos.
Debido a la proximidad existente entre la solucio´n
analı´tica de la variante del manipulador y la solucio´n
nume´rica del manipulador original, es posible evitar los
problemas que pueden afectar a la convergencia de algu-
nos de estos me´todos nume´ricos, como la presencia de
singularidades y mı´nimos locales.
Como el ABB Yumi es un manipulador redundante, una vez
considerado la variante del manipulador con hombro y mun˜eca
esfe´ricos, la variable articular de la tercera articulacio´n, q3, se
parametriza.
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(a) Esquema del robot ABB Yumi (b) Robot ABB Yumi
Figura 3: Esquema y foto del robot ABB Yumi
3.1.1. Solucio´n analı´tica para un caso particular
El caso particular de hombro y mun˜eca esfe´ricos se obtiene
al hacer que a2, a3, a6, a7 y d7 sean cero. Con esta variante del
manipulador, se seguira´n los pasos del teorema de Pieper (Pie-
per, 1968). Al igual que en el caso del Kuka LWR 4+, dada la
matriz T 70 consideramos el vector de posicio´n p = (px, py, pz) y
la matriz de rotacio´n
R =

nx ox ax
ny oy ay
nz oz az
0 0 0
 .
Se tiene entonces que:
p = T 04 ·

−40.5
265
0
1

Adema´s, se utilizara´ la siguiente notacio´n:
p =
g1(q2, q3, q4) cos(q1) + g2(q2, q3, q4) sin(q1)g1(q2, q3, q4) sin(q1) − g2(q2, q3, q4) cos(q1)g3(q2, q3, q4)
 (5)
A23 · A34 ·

−40.5
265
0
1
 =

f1(q3, q4)
f2(q3, q4)
f3(q3, q4)
1
 (6)
donde:
g1(q2, q3, q4) = cos(q2) f1(q3, q4) − sin(q2) f2(q3, q4)
g2(q2, q3, q4) = f3(q3, q4)
g3(q2, q3, q4) = sin(q2) f1(q3, q4) + cos(q2) f2(q3, q4) + 166
Por tanto,
p2x + p
2
y + (pz − 166)2 =
= g1(q2, q3, q4)2 + g2(q2, q3, q4)2 + (g1(q2, q3, q4) − 166)2 =
= f1(q3, q4)2 + f2(q3, q4)2 + f2(q3, q4)2 (7)
pz = sin(q2) f1(q3, q4) + cos(q2) f2(q3, q4) + 166 (8)
Ahora, (7) es igual a α cos(q4) − β sin(q4) + 136757.75 por lo
que se tiene que:
q4 = atan2
(
γ,±
√
α2 + β2 − γ2
)
− atan(α, β),
donde:
α = 130014.5
β = −41836.5
γ = p2x + p
2
y + (pz − 166)2 − 136757.75
Por otro lado, (8) es igual a:
251.5 cos(q2) + 265 cos(q2) cos(q4) + 40.5 cos(q3) sin(q2)
− 40.5 cos(q2) sin(q4) − 40.5 cos(q3) cos(q4) sin(q2)
− 265 cos(q3) sin(q2) sin(q4) + 166
donde q3 es la variable articular parametrizada y q4 ya se cono-
ce. Por tanto, se tiene que:
q2 = atan2
(
c,±
√
a2 + b2 − c2
)
− atan(a, b),
donde:
a = 251.5 + 265 cos(q4) − 40.5 sin(q4)
b = 40.5 cos(q3) − 40.5 cos(q3) cos(q4) − 265 cos(q3) sin(q4)
c = pz − 166
Finalmente, dado que en las dos primeras filas de (5), la ex-
presio´n gi(q2, q3, q4) unicamente depende de las variables arti-
culares cuya solucio´n se conoce, se puede usar indistintamente
cualquiera de ambas para obtener el valor de q1:
q1 = atan2
(
c,±
√
a2 + b2 − c2
)
− atan(a, b),
donde:
a = g1(q2, q3, q4)
b = g2(q2, q3, q4)
c = px
.
Para hallar la solucio´n de q4, q2 y q1 se ha usado la ecuacio´n
prototipo (A.5) del Ape´ndice˜A.
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Las variables q5, q6 y q7 se obtienen de forma ana´loga al
caso del Kuka LWR 4+. Sus expresiones son:
q6 = atan2(±
√
m213 + m
2
33,m23)
q5 = atan2(m33/ sin(q6),−m13/ sin(q6))
q7 = atan2(−m22/ sin(q6),m21/ sin(q6))
3.1.2. Solucio´n nume´rica de la cinema´tica inversa
Una vez obtenidas las soluciones en forma cerrada de la
variante del manipulador original, una de estas soluciones se
utiliza como condicio´n inicial para el me´todo de la pseudoin-
versa. Cualquiera de las soluciones obtenidas puede utilizarse
y, con cada una de ellas, se obtendra´ una solucio´n distinta para
la misma pose del elemento terminal. El me´todo de la pseudoin-
versa es un me´todo basado en el me´todo de Newton en el que a
partir de una pose deseada del elemento terminal Td y una con-
figuracio´n inicial q0, aproxima la solucio´n qi mediante la regla
iterativa siguiente:
qi+1 = qi + J
†
G(qi)
[
eP
eO
]
donde J†G(q) denota la pseudoinversa de Moore-Penrose de
JG(q); eP denota el error de posicio´n y eO, el de orientacio´n.
Dichos errores se obtienen en cada iteracio´n de la siguiente
forma:
Td se descompone en el vector de posicio´n pd y la matriz
de rotacio´n Rd. Esta u´ltima se expresa como un cuater-
nio´n unitario Qd = {nd, d} donde nd y d representan res-
pectivamente la parte escalar y vectorial del cuaternio´n.
Para cada qi se calcula la pose asociada Te mediante la
cinema´tica directa. Al igual que con Td, de Te se obtiene
pe y Qe = {ne, e}
El error de posicio´n es:
eP = pd − pe
El error de orientacio´n es:
eO = ned − nde −
 0 ez eyez 0 −ex−ey ex 0
 e,
con d = (ex, ey, ez).
3.2. Validacio´n
A fin de mostrar el rendimiento de la generalizacio´n del
me´todo mixto propuesto en este trabajo, se ha realizado una
validacio´n del mismo usando MATLAB R2015a. Para ello, se
ha generado una pose aleatoria y se han obtenido sus corres-
pondientes soluciones analı´ticas. A continuacio´n, se ha utiliza-
do una de las soluciones obtenidas como condicio´n inicial del
me´todo iterativo de la pseudoinversa. Esta solucio´n se compara
con las obtenidas mediante el me´todo puramente nume´rico de
la pseudoinversa.
Los gra´ficos 5(a) y 5(b) representan la norma de los erro-
res de posicio´n y orientacio´n mientras que 4(a), 4(b), 4(c), 4(d),
4(e), 4(f) y 4(g) muestran las trayectorias de aproximacio´n a
la solucio´n seguidas por cada articulacio´n. En estos gra´ficos la
linea azul muestra el error o la trayectoria con el me´todo pro-
puesto en el presente trabajo mientras que la linea roja muestra
las mismas variables pero con el me´todo puramente nume´rico
de la pseudoinversa con condicio´n inicial aleatoria. Se puede
observar que el me´todo propuesto necesita un menor nu´mero
de iteraciones. Debido a que con ambos enfoques se utiliza el
me´todo de la pseudoinversa, el que se reduzca el nu´mero de ite-
raciones necesarias se traduce en un menor tiempo de ejecucio´n
y en un menor coste computacional. Si se utilizase otro me´todo
iterativo de ca´lculo con la aproximacio´n puramente nume´rica
para mejorar el tiempo de convergencia, tambie´n podrı´a utili-
zarse en la aproximacio´n mixta, lo que implicarı´a que el enfo-
que propuesto en este artı´culo seguirı´a teniendo menor tiempo
de ejecucio´n y menor coste computacional.
4. Conclusiones
Este trabajo presenta un estudio cinema´tico original de dos
manipuladores serie redundantes: el Kuka LWR 4+ y el ABB
Yumi. Las soluciones de la cinema´tica inversa se obtienen de
forma analı´tica para el Kuka LWR 4+ y de forma analı´tico-
nume´rica (mixto) para el ABB Yumi. Las ventajas del me´to-
do mixto sobre los me´todos puramente nume´ricos residen en la
completitud del conjunto de las soluciones (se pueden obtener
todas las soluciones, como ocurre con los me´todos en forma ce-
rrada) y en el menor coste computacional y tiempo de ejecucio´n
necesario para obtenerlas. Esto permite el uso de dichas solu-
ciones en algoritmos o leyes de control sin que suponga un ma-
yor coste computacional. Por otro lado, para el caso del Kuka
LWR 4+, se calculan simbo´licamente tanto las singularidades
como las direcciones singulares asociadas, lo que permite su
inclusio´n en distintos algoritmos para manipular, controlar y/o
teleoperar el Kuka LWR 4+. Ya sea porque se eliminen estas
configuraciones del espacio de trabajo o se utilicen campos de
fuerza repulsivos alrededor de ellas, es claro que la manipula-
cio´n y control del Kuka LWR 4+ mejora notablemente al tener
en cuenta las configuraciones y direcciones singulares.
Finalmente, como trabajo futuro se contempla el estudio de
las configuraciones y direcciones singulares del ABB Yumi. Al
no tener tres articulaciones consecutivas cuyos ejes sean parale-
los o se corten en un punto, el estudio de dichas configuraciones
no puede dividirse atendiendo a la posicio´n u orientacio´n como
en el caso del Kuka LWR 4+. La magnitud del jacobiano com-
pleto del ABB Yumi complica el estudio analı´tico de las con-
figuraciones singulares, por lo que debe utilizarse un enfoque
distinto para abordar este problema.
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Ape´ndice A. Ecuaciones Prototipo
La siguiente lista recoge las principales expresiones trigo-
nome´tricas prototipo utilizadas en este trabajo segu´n pueden en-
contrarse en (Paul, 1981; Rieseler et al., 1990):
sin(θ) = a =⇒ θ = atan2
(
a,±
√
1 − a2
)
(A.1)
cos(θ) = a =⇒ θ = atan2
(
±
√
1 − a2, a
)
(A.2)
sin(θ) = a
cos(θ) = b
}
=⇒ θ = atan2(a, b) (A.3)
a cos(θ) + b sin(θ) = 0 =⇒

θ = atan2(−a, b)
o´
θ = atan2(a,−b)
(A.4)
a cos(θ) + b sin(θ) = c⇒ θ = atan2(c,±α)− atan2(a, b) (A.5)
donde α =
√
a2 + b2 − c2.
a cos(θ1) + b cos(θ2) = e
a sin(θ1) + b sin(θ2) = f
}
⇒
⇒ θ1 = atan2
(
β,±
√
e2 + f 2 − β2
)
(A.6)
donde β =
a2 + e2 + f 2 − b2
2a
.
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